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Àííîòàöèÿ

Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé àïïðîêñèìàòèâíîé êîìïàêòíîñòè äëÿ

ìíîæåñòâà ∅ 6= M ⊂ X, åñëè èç ëþáîé ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè òî÷åê èç M äëÿ x ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå èç M . Å. Â. Îøìàí óñòàíîâèë, ÷òî ëþ-

áîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíî,

åñëè òîëüêî è åñëè êàæäàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ àïïðîêñè-

ìàòèâíî êîìïàêòíà. Â ðàáîòå ââîäèòñÿ èíäèâèäóàëüíàÿ õàðàêòåðèñòè-

êà çàäàííîãî ìíîæåñòâà M � ìíîæåñòâî M -äåéñòâóþùèõ òî÷åê (îáðàç

íîðìèðîâàííîé ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî M). Â òåðìèíàõ

ýòîé õàðàêòåðèñòèêè íàéäåíû óñëîâèÿ íà ïðîñòðàíñòâî X, ãàðàíòèðóþ-

ùèå àïïðîêñèìàòèâíóþ êîìïàêòíîñòü (ñèëüíóþ èëè ñëàáóþ) çàäàííîãî

ìíîæåñòâà M .

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

èíäèâèäóàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíîå ìíîæå-

ñòâî, àïïðîêñèìàòèâíî ñëàáî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, îêðåñòíîñòíî P -
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� 1. Ââåäåíèå

Íèæå X � äåéñòâèòåëüíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,

ρ(x,M) := infy∈M ‖x − y‖ � âåëè÷èíà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ èëè ðàñ-

ñòîÿíèå îò òî÷êè x ∈ X äî çàäàííîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X .

Ìíîæåñòâî áëèæàéøèõ òî÷åê èç ìíîæåñòâà M äëÿ òî÷êè x îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

PMx := {y ∈ M | ‖x− y‖ = ρ(x,M)}

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé àïïðîêñèìàòèâíîé

êîìïàêòíîñòè äëÿ ìíîæåñòâàM (îáîçíà÷åíèå: x ∈ AC(M)), åñëè èç ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (yn)n∈N ⊂ M , óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ ‖x −
yn‖ → ρ(x,M) (òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé),

ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå

èç M . Åñëè AC(M) = X , òî ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíî

êîìïàêòíûì.

Ïîíÿòèå àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ââåäåíî Í.Â. Å�è-

ìîâûì è Ñ.Á. Ñòå÷êèíûì (ñì., íàïðèìåð, [1, � 4/1℄). Èìè æå ïîëó÷åí

ïåðâûé ðåçóëüòàò î ñâÿçè âûïóêëîñòè è àïïðîêñèìàòèâíîé êîìïàêòíîñòè.

Èìåííî, Í.Â. Å�èìîâ è Ñ.Á. Ñòå÷êèí óñòàíîâèëè, ÷òî â ðàâíîìåðíî âû-

ïóêëîì ïðîñòðàíñòâå êàæäîå âûïóêëîå ÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî àïïðîêñè-

ìàòèâíî êîìïàêòíî (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ àâòîðîâ,

ïîëó÷èâøèõ ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè, îòìåòèì òàêæå Ë.Ï. Âëàñî-

âà, Å.Â. Îøìàíà, Ñ.Â. Êîíÿãèíà, Â.Ñ. Áàëàãàíñêîãî, �. Å. Ìåããèíñîíà,

Á. Áðîçîâñêîãî, Ô. Äîé÷à, Ñ. Êîáçàøà, È. �. Öàðüêîâà (ýòîò ñïèñîê äàëå-

êî íå ïîëîí). Ïî ïîâîäó êîíêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ è ññûëîê íà ëèòåðàòóðó

ñì., íàïðèìåð, [2℄, [3℄, [4℄.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè (òèïà ðà-

âåíñòâ èëè íåðàâåíñòâ), îïðåäåëÿåìûìè íåêîòîðûì êîíå÷íûì íàáîðîì
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ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü êàêîå-òî

ðàññòîÿíèå (îïðåäåëÿåìîå íîðìîé èëè íåñèììåòðè÷íîé íîðìîé) äî çà-

äàííîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû. Â

ýòîé ñâÿçè åñòåñòâåííî âîçíèêëè íåñèììåòðè÷íûå íîðìû, êîòîðûå âïåð-

âûå ââåë Ì.�. Êðåéíîì â 1938 ã. äëÿ ðåøåíèÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷. Òàêèå

çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íå âñåãäà èìåþò ðåøåíèå, ÷òî íà ÿçûêå äàííîé

ðàáîòû îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì

ñóùåñòâîâàíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ âàæíàÿ õàðàêòåðè-

ñòèêà çàäàííîãî ìíîæåñòâà M � ìíîæåñòâî M-äåéñòâóþùèõ òî÷åê, êîòî-

ðîå îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äàííîé çàäà÷è. Îòìå-

òèì, ÷òî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñèììåòðè÷íîãî èëè íåñèììåòðè÷íîãî ðàñ-

ñòîÿíèÿ âîçíèêàåò, â ÷àñòíîñòè, â èçâåñòíîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷å Ìîíæà�

Êàíòîðîâè÷à. Ñîâðåìåííîå ðàññìîòðåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è äàåòñÿ â

îáçîðå Â. È. Áîãà÷åâà è À. Â. Êîëåñíèêîâà [5℄. Â çàäà÷àõ òàêîãî ðîäà

åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âàæíîå ñâîéñòâî àïïðîêñèìàòèâíîé êîìïàêòíîñòè,

îòðàæàþùåå óñòîé÷èâîñòü íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

íàéäåíû óñëîâèÿ íà ïðîñòðàíñòâî X , ãàðàíòèðóþùèå àïïðîêñèìàòèâíóþ

êîìïàêòíîñòü (ñèëüíóþ èëè ñëàáóþ) çàäàííîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X .

Îïðåäåëåíèå 2. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé àïïðîêñèìàòèâíîé

ñëàáîé êîìïàêòíîñòè äëÿ ìíîæåñòâà M (îáîçíà÷åíèå: x ∈ wAC(M)),
åñëè èç ëþáîé ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç M äëÿ x ìîæíî

âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå

èç M . Åñëè wAC(M) = X , òî ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíî

ñëàáî êîìïàêòíûì.

Ïîíÿòèå àïïðîêñèìàòèâíî ñëàáî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ââåäåíî

Â. Áðåêíåðîì (ñì., íàïðèìåð, [6℄). Òàêîå îáîáùåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷å-

ñêè åäèíñòâåííî âîçìîæíûì, ïîñêîëüêó àïðèîðè èìåþòñÿ òðè òèïà ñëà-

áîé êîìïàêòíîñòè (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëè ñõîäèìîñòü

(ïîä)ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èëè (ïîä)íàïðàâëåííîñòåé); ñîîòâåòñòâåííî ìîæ-

íî îïðåäåëèòü òðè êëàññà àïïðîêñèìàòèâíî ñëàáî êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ.

Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ (ñì. [6℄), ÷òî ýòè òðè êëàññà ñîâïàäàþò, ïîäîáíî òîìó

êàê ñîâïàäàþò òðè êëàññà ñëàáî êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ (òåîðåìà Ýáåðëåéíà�

Øìóëüÿíà).

Â ðàáîòå ââîäèòñÿ èíäèâèäóàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà çàäàííîãî ìíîæå-

ñòâà M � ìíîæåñòâî M-äåéñòâóþùèõ òî÷åê (îáðàç íîðìèðîâàííîé ìåòðè-

÷åñêîé ïðîåêöèè). Â òåðìèíàõ ýòîé õàðàêòåðèñòèêè íàéäåíû óñëîâèÿ íà

ïðîñòðàíñòâî X , ãàðàíòèðóþùèå àïïðîêñèìàòèâíóþ êîìïàêòíîñòü (ñèëü-

íóþ èëè ñëàáóþ). Òåì ñàìûì ìû áîëåå òî÷íî îïðåäåëÿåì êëàññ ïðîñòðàíñòâ,

êîòîðûé íà ñàìîì äåëå çàâèñèò îò çàäàííîãî ìíîæåñòâà M . Ïî ïîâîäó
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íåêîòîðûõ äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè ïðèáëèæåíèé â ýòîì íàïðàâëå-

íèè ñì., íàïðèìåð, [7℄, [14℄.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ òàêæå âåðíû äëÿ ñèì-

ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ ñ íåñèììåòðè÷íûìè íîðìàìè.

� 2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ (ïðîê-

ñèìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì), åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà â ýòîì

ìíîæåñòâå èìååòñÿ áëèæàéøàÿ òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 3 (ñì. [4℄). Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Äýÿ�Îøìàíà (X ∈ (DO)), åñëè â íåì ëþáàÿ

ãèïåðïëîñêîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíà.

(Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñóùåñòâî-

âàíèÿ, åñëè è òîëüêî åñëè îïðåäåëÿþùèé åå �óíêöèîíàë äîñòèãàåò íîðìû

íà åäèíè÷íîé ñ�åðå.) Îáîçíà÷åíèå (DO) ââåäåíî â ðàáîòå [4℄, â êîòîðîé

òàêæå ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ õàðàêòåðèçàöèé DO-ïðîñòðàíñòâ.

Â áîëåå ðàííèõ èññëåäîâàíèÿõ êëàññ (DO) îáîçíà÷àëñÿ ïî-ðàçíîìó:

(CDL) (Å.Â. Îøìàí [8℄), (CLD) (Ë.Ï. Âëàñîâ, Â.Ñ. Áàëàãàíñêèé [9℄, (DL)
(Ì. Äýé).

Êëàññ ðå�ëåêñèâíûõ DO-ïðîñòðàíñòâ åñòü õîðîøî èçâåñòíûé êëàññ

ïðîñòðàíñòâ Å�èìîâà�Ñòå÷êèíà (ñì., íàïðèìåð, [1, ãë. 9℄). Ïî ïîâîäó íåêî-

òîðûõ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûå ñ (ñèëüíîé è ñëàáîé) àïïðîêñèìàòèâ-

íîé min- è max-êîìïàêòíîñòüþ äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ è àáñòðàêòíûõ

ìíîæåñòâ, ñì. [4℄.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè â îïðåäåëåíèè 3 îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ ïðîê-

ñèìèíàëüíîñòè ãèïåðïëîñêîñòåé, òî ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ

Å�èìîâà�Ñòå÷êèíà, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì ñâîéñòâîì,

÷òî ëþáîå âûïóêëîå çàìêíóòîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî òàêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíî (ñì. [1, � 9.1℄).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèîííàÿ òåîðåìà (Å.Â. Îøìàí [8,

ñëåäñòâèå 20℄, Ë.Ï. Âëàñîâ [3℄, [9℄). Çäåñü è äàëåå S � åäèíè÷íàÿ ñ�åðà,

S∗
� åäèíè÷íàÿ ñ�åðà ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà A. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) X ∈ (DO), ò.å. êàæäàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ àïïðîêñèìà-

òèâíî êîìïàêòíà;

b) êàæäîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ àïïðîêñèìàòèâíî êîì-

ïàêòíî;


) èç óñëîâèé f ∈ S∗
, f äîñòèãàåò íîðìû, sn ∈ S, f(sn) → 1, ñëåäóåò,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (sn) èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 1, C. 5-17

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 1, P. 5-17



10 Èíäèâèäóàëüíûå àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ

Ëîêàëüíûé âàðèàíò òåîðåìû A èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Ëåììà 1. Ïóñòü íåíóëåâîé �óíêöèîíàë f ∈ S∗
äîñòèãàåò ñâîåé íîðìû,

H � (ïðîèçâîëüíàÿ) ãèïåðïëîñêîñòü, ïîðîæäàåìàÿ ýòèì �óíêöèîíàëîì.

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) ãèïåðïëîñêîñòü H àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíà;

b) åñëè sn ∈ S, f(sn) → 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (sn) èìååò ïðåäåëü-

íóþ òî÷êó.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì äëÿ çàäà÷ èíäèâèäóàëüíîé

àïïðîêñèìàöèè.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ çàäàííîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X òî÷êà

s ∈ S íàçûâàåòñÿ M-äåéñòâóþùåé (çäåñü áóêâà �M� îçíà÷àåò ðàññìàòðè-

âàåìîå ìíîæåñòâî M), åñëè

s ∈ (PMx− x)/ρ(x, PMx) äëÿ íåêîòîðîãî x /∈ M (1)

(ñì., íàïðèìåð, [14℄). Èíûìè ñëîâàìè, åñëè òî÷êà s ÿâëÿåòñÿ M-äåéñò-

âóþùåé äëÿ ìíîæåñòâà M , òî åå �àíàëîãîì� (ïðè ðàñòÿæåíèè è ñäâèãå

åäèíè÷íîãî øàðà) ìîæíî êîñíóòüñÿ ìíîæåñòâà M .

Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå

τ(x) : x 7→ (PMx− x)/ρ(x, PMx), τ : X \M → S,

áóäåì íàçûâàòü íîðìèðîâàííîé ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé.

Â ëèòåðàòóðå äåéñòâóþùèå òî÷êè ìíîæåñòâ èçó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî äàâ-

íî, íî â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ êîíêðåòíûìè àãðåãàòàìè. Ê ïðèìåðó,

Ý. Øìèäò (ñì., íàïðèìåð, [10℄), Ä. Áðàåññ è äð. èçó÷àëè M-äåéñòâóþùèå

òî÷êè äëÿ ñëó÷àÿ ïðèáëèæåíèÿ ðàçëè÷íûìè êëàññàìè ýêñïîíåíöèàëüíûõ

ñóìì. Áûëè ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèîííûå òåîðåìû äëÿ äåéñòñâóþùèõ

òî÷åê (â òåðìèíàõ íîðìàëüíîñòè è àëüòåðíàíñà) è äàíû ïðèìåíåíèÿ äëÿ

çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè è ñîëíå÷íîñòè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â C[a, b].
É. Áëàòòåð, ×. Äàíõåì, Â.Ñ. Âÿ÷åñëàâîâ è äð. (ñì., íàïðèìåð, [4℄) èçó-

÷àëè äåéñòâóþùèå òî÷êè â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè

�óíêöèÿìè â C[a, b] è Lp[a, b]. Ê ïðèìåðó, â ýòîé ñâÿçè É. Áëàòòåð (ñì.,

íàïðèìåð, [1, � 11.3℄) óñòàíîâèë, äëÿ ðàöèîíàëüíîé Lp
-àïïðîêñèìàöèè äëÿ

ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ êëàññîì Rn,m êëàññè÷åñêèõ äðîáíî-

ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé â C[a, b] ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ âñåãäà

ìàêñèìàëüíà, ò.å.

åñëè u∗
� áëèæàéøèé ýëåìåíò íàèëó÷øåãî Lp

-ïðèáëèæåíèÿ èç Rn,m,

1 < p < ∞, äëÿ f /∈ Rn,m, n ≥ 1, òî u∗ /∈ Rn−1,m−1.
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Â îïðåäåëåíèÿõ 5 è 7 çàäåéñòâóþòñÿ èíäèâèäóàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè

êàê ïðîñòðàíñòâà, òàê è ìíîæåñòâà. Òàêîé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ åñòåñòâåí-

íûì ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ êîíêðåòíîãî àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâà

è ïîëó÷åíèÿ äëÿ íåãî ñòðóêòóðíûõ è àïïðîêñèìàòèâíûõ ñâîéñòâ â êîí-

êðåòíîè ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü M ⊂ X . Ìû ãîâîðèì, ÷òî X ∈ (M-DO),
åñëè â êàæäîé òî÷êå îáðàçà íîðìèðîâàííîé ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè τ(x) :=
(PMx− x)/ρ(x, PMx) (ò.å. â ëþáîé M-äåéñòâóþùåé òî÷êå) ëþáàÿ îïîðíàÿ

ãèïåðïëîñêîñòü àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åñòü îáîáùåíèå òåîðåìû A íà ñëó÷àé èíäèâèäó-

àëüíîé àïïðîêñèìàöèè, ãäå óñëîâèå íà ïðîñòðàíñòâî ñâÿçàíî òîëüêî ñî

ìíîæåñòâîì äåéñòâóþùèõ òî÷åê äëÿ ìíîæåñòâà M .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M ⊂ X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ.

Òîãäà Åñëè X ∈ (M-DO), òî ìíîæåñòâî M àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíî.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðîñòðàíñòâî X ëåæèò â êëàññå (wDO), åñëè â X
êàæäàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ àïïðîêñèìàòèâíî ñëàáî êîìïàêò-

íà. Êëàññ (wDO) ñîäåðæèò ðå�ëåêñèâíûå ïðîñòðàíñòâà è ïðîñòðàíñòâà

Å�èìîâà�Ñòå÷êèíà (íî íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ýòèõ êëàññîâ).

Êëàññ ïðîñòðàíñòâ (wDO) (ïîä èìåíåì (wCLD)) áûë ââåäåí Ë.Ï. Âëà-

ñîâûì â [3℄ â 1978 ã. (ñì. òàêæå [9℄). À. �. Àëèìîâ è È. �.Öàðüêîâ óñòàíî-

âèëè, ÷òî X ∈ (wDO), åñëè è òîëüêî åñëè çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü ëþáîãî

âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ àïïðîêñèìàòèâíî ñëàáî êîìïàêòíà.

Ýòîò ðåçóëüòàò âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì Ë.Ï. Âëàñîâà [3, òåîðå-

ìà 4℄, Â.È. Áåðäûøåâà [11℄ è �.Å. Ìåããèíñîíà [2, ïðåäëîæåíèå 1.2℄.

Òåîðåìà B. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) X ∈ (wDO), ò.å. êàæäàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ àïïðîêñè-

ìàòèâíî ñëàáî êîìïàêòíà;

b) êàæäîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ àïïðîêñèìàòèâíî ñëàáî

êîìïàêòíî;


) èç óñëîâèé f ∈ S∗
, f äîñòèãàåò íîðìû, sn ∈ S, f(sn) → 1, ñëåäóåò,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (sn) èìååò ñëàáî ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Îäèí èç ëîêàëüíûõ âàðèàíòîâ òåîðåìû B èìååò ñëåäóþùèé âèä. Äî-

êàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðîõîäèò áåç èçìåíåíèé ïî ñõåìå Ë.Ï. Âëà-

ñîâà èç [3℄.

Ëåììà 2. Ïóñòü íåíóëåâîé �óíêöèîíàë f ∈ S∗
äîñòèãàåò ñâîåé íîðìû,

H � (ïðîèçâîëüíàÿ) ãèïåðïëîñêîñòü, ïîðîæäàåìàÿ ýòèì �óíêöèîíàëîì.

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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à) ãèïåðïëîñêîñòü H àïïðîêñèìàòèâíî ñëàáî êîìïàêòíà;

b) åñëè sn ∈ S, f(sn) → 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (sn) èìååò ñëàáî

ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü M ⊂ X . Ìû ãîâîðèì, ÷òî X ∈ (M-wDO), åñëè
ëþáàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â ëþáîé M-äåéñòâóþùåé òî÷êå àïïðîêñè-

ìàòèâíî ñëàáî êîìïàêòíà.

Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ PM íà ìíîæåñòâî M ïîëóíå-

ïðåðûâíà ñâåðõó (nw-ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó) â òî÷êå x, åñëè èç óñëî-

âèé PMx ⊂ U , ãäå U � îòêðûòî (w-îòêðûòî) â X , xn → x, ñëåäóåò, ÷òî
PMxn ⊂ U äëÿ ëþáîãî n, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åñòü îáîáùåíèå òåîðåìû B íà ñëó÷àé èíäèâèäó-

àëüíîé àïïðîêñèìàöèè, ãäå óñëîâèå íà ïðîñòðàíñòâî ñâÿçàíî òîëüêî ñî

ìíîæåñòâîì äåéñòâóþùèõ òî÷åê äëÿ ìíîæåñòâà M .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü M ⊂ X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è

X ∈ (M-wDO). Òîãäà ìíîæåñòâî M ñëàáî àïïðîêñèìàòèâíî êîìïàêòíî.

Êàê ñëåäñòâèå, ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ PM nw-íåïðåðûâíà è èìååò w-

êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2. Íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ (åñòåñòâåííî, â áåñêîíå÷íîìåð-

íîì ñëó÷àå), ÷òî îáðàòíûå èìïëèêàöèè â òåîðåìàõ 1 è 2 â îáùåì ñëó÷àå

íåâåðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü M � âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâî-

âàíèÿ, X ∈ (M-wDO) è ïóñòü x /∈ M . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷è-

òàåì x = 0, ρ(x,M) = 1. Ïóñòü (yn) ⊂ M � ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü äëÿ òî÷êè x. Ïóñòü f ∈ S∗
� �óíêöèîíàë, ðàçäåëÿþùèé

ìíîæåñòâî M è åäèíè÷íûé øàð B, è ïóñòü H � ãèïåðïëîñêîñòü, îïðåäåëÿ-

åìàÿ ýòèì �óíêöèîíàëîì è ðàçäåëÿþùàÿ M è B. ßñíî, ÷òî PM0 6= ∅

è f(y) = 1 äëÿ ëþáîãî y ∈ PM0. Îáîçíà÷èì vn := yn/‖yn‖ ∈ S. Ïî-
íÿòíî, ÷òî f(vn) → 1. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ãèïåðïëîñêîñòü H àïïðîêñè-

ìàòèâíî ñëàáî êîìïàêòíà, òî ïî ëåììå 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (vn) èìååò
ñëàáî ïðåäåëüíóþ òî÷êó v ∈ S ∩H . Òàê êàê ìíîæåñòâî M âûïóêëî è çà-

ìêíóòî, òî M ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî çàìêíóòî. Ïîýòîìó v ∈ M . Ïîñêîëüêó

‖yn‖ → 1 è yn/‖yn‖ → v, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yn) òàêæå ñëàáî ñõîäèòñÿ
ê v ∈ M . Ïîýòîìó x � òî÷êà ñëàáîé àïïðîêñèìàòèâíîé êîìïàêòíîñòè ìíî-
æåñòâà M . Òåïåðü äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

åñëè x � òî÷êà àïïðîêñèìàòèâíîé êîìïàêòíîñòè (ñîîòâåòñòâåííî, àïïðîê-

ñèìàòèâíî ñëàáîé êîìïàêòíîñòè) ìíîæåñòâà M ⊂ X , òî ìíîæåñòâî PMx
íåïóñòî è êîìïàêòíî (ñîîòâåòñòâåííî, w-êîìïàêòíî), à ìåòðè÷åñêàÿ ïðî-

åêöèÿ PM ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó (nw-ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó) â òî÷êå x
(ñì., íàïðèìåð, [12℄).
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Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðîõîäèò ïî òîé æå ñõåìå ñ èñïîëüçîâàíèåì

ëåììû 1.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî M îêðåñòíîñòíî P-

âûïóêëî (ñëàáî îêðåñòíîñòíî P-âûïóêëî) â òî÷êå x, åñëè PMx 6= ∅ è ïå-

ðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà M ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ (ñëàáîé îêðåñòíîñòüþ)

ìíîæåñòâà PMx âûïóêëî. (Ñð. ñ îïðåäåëåíèåì P -âûïóêëîãî ìíîæåñòâà

(â òî÷êå x): ìíîæåñòâî M P -âûïóêëî â òî÷êå x åñëè PMx 6= ∅ è ìíî-

æåñòâî PMx âûïóêëî. Èìååòñÿ ïðèìåð P -âûïóêëîãî, íî íå îêðåñòíîñòíî
P -âûïóêëîãî ìíîæåñòâà (ñì., íàïðèìåð, [1, ïðèìåð 10.3℄.)

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü M ⊂ X , x /∈ M . Ìû ãîâîðèì, ÷òî M îá-

ëàäàåò ñâîéñòâîì ëîêàëüíîé îïîðíîñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè x /∈ M , åñëè

ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, (íåñòðîãî) îòäåëÿþùàÿ øàð B(x, ρ(x,M)) îò
ïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè PMx ñî ìíîæåñòâîì M .

Ñâîéñòâà ëîêàëüíîé îïîðíîñòè èëè îêðåñòíîñòíîé P -âûïóêëîñòè ÷àñòî
âîçíèêàþò â çàäà÷àõ àïïðîêñèìàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè, ãäå ñàìè îãðàíè-

÷åíèÿ â âèäå ðàâåíñòâ èëè íåðàâåíñòâ çàäàþò âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Çàìå÷àíèå 3. Îòìåòèì, ÷òî åñëè M îêðåñòíîñòíî P -âûïóêëî (ñëà-

áî îêðåñòíîñòíî P -âûïóêëî) â òî÷êå x /∈ M , òî M îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ëîêàëüíîé îïîðíîñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè x.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü M ⊂ X , x /∈ M . Ìû ãîâîðèì, ÷òî X ∈
(M-DO-x) (ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äýÿ�Îøìàíà äëÿ ìíî-

æåñòâà M â òî÷êå x), åñëè PMx 6= ∅ è íàéäåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíî êîì-

ïàêòíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, (íåñòðîãî) îòäåëÿþùàÿ øàð B(x, ρ(x,M)) îò ìíî-
æåñòâà PMx.

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü M ⊂ X , x /∈ M . Ìû ãîâîðèì, ÷òî X ∈
(M-wDO-x) (ïðîñòðàíñòâîX óäîâëåòâîðÿåò ñëàáîìó óñëîâèþ Äýÿ�Îøìàíà

äëÿ ìíîæåñòâà M â òî÷êå x), åñëè PMx 6= ∅ è íàéäåòñÿ àïïðîêñè-

ìàòèâíî ñëàáî êîìïàêòíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, (íåñòðîãî) îòäåëÿþùàÿ øàð

B(x, ρ(x,M)) îò ìíîæåñòâà PMx.

Àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ìû

äîêàçàëè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû îá èíäèâèäóàëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî M ⊂ X îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëîêàëü-

íîé îïîðíîñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè x è X ∈ (M-DO-x). Òîãäà x � òî÷êà

àïïðîêñèìàòèâíîé êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà M .
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî M ⊂ X îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëîêàëü-

íîé îïîðíîñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè x è X ∈ (M-wDO-x). Òîãäà x � òî÷êà

àïïðîêñèìàòèâíîé ñëàáîé êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà M .

Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 4.1 èç [13℄ è òåîðåì 3 è 4 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå

ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ìíîæåñòâîM ⊂ X îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëîêàëüíîé

îïîðíîñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè x è X ∈ (M-DO-x) è y ∈ PMx. Òîãäà

[x, y] ⊂ AC(M),

ò.e. ëþáàÿ òî÷êà èç îòðåçêà [x, y] åñòü òî÷êà àïïðîêñèìàòèâíîé êîìïàêò-

íîñòè ìíîæåñòâà M .

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ìíîæåñòâîM ⊂ X îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëîêàëüíîé

îïîðíîñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè x è X ∈ (M-wDO-x) è y ∈ PMx. Òîãäà

[x, y] ⊂ wAC(M),

ò.e. ëþáàÿ òî÷êà èç îòðåçêà [x, y] åñòü òî÷êà àïïðîêñèìàòèâíîé ñëàáîé

êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà M .

Áëàãîäàðíîñòü. Èññëåäîâàíèå ïîääåðæàíî Ìîñêîâñêèì öåíòðîì �óí-

äàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè// Ì�Ó èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà

ïî ñîãëàøåíèþ No 075-15-2025-345.
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